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(a) 以

→
p及

→
q表 OX 。 

(b) 若 OXOZ λ= ， PYPZ µ= ，證明 
 065 =µ−λ 且 0332 =−µ+λ 。 
(c) 試解 λ 以求 PZ : PY。 

例二 
證明若 u

r
、 v

r
為任意向量，則 

(a) vuvu
rrrr

≤⋅ ， 

(b) vuvu
rrrr

+≤+ 。 
 

  14   
  20 

  

 84     

單元 9：積分法 
特定目標： 

1.   認識不定積分法為微分法的逆運算。 
2.   理解不定積分的性質。 
3.   認識不定積分法在幾何及物理上的一些應用。 
4.   認識及應用不定積分法的標準公式與及代換法。 
5.   理解以定積分作為一個總和的極限的基本原理。 
6.   理解及應用定積分的基本性質。 
7.   應用定積分去求平面面積及旋轉體體積。 
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9.1 不定積分 
 

 
 
 
 
9.2 函數的積分法及簡易應用 

  1   
  2 
 
 

 
 

  4   
  5 

 
 不定積分可以求導數的逆運算作為介紹，並引出下列簡易性質： 

 ∫∫∫ ±=± xd vxd uxd)vu(  

及 ∫∫ = xd ukxd ku  

介紹「原函數」、「積分符號」、「被積函數」及「積分常數」等名詞。教師應強調積分

∫ xd u 僅為一個符號而並不代表把 u乘以 dx。 

 應提供適量例題及練習，使學生熟習下列積分公式： 

 Cx
1n

1xd x 1nn +
+

= +∫  (n ≠ −1) 

(應加以討論 n = 0 的情形) 

 Cxcosxd xsin +−=∫  

 Cxsinxd xcos +=∫  

 Cxtanxd xsec 2 +=∫  

 Cxsecxd xtanxsec +=∫  

  Cxcotxd xcosec 2 +−=∫  
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 Cx cosecxd xcotx cosec +−=∫  

上列被積函數並不包括
x
1
和指數 

xe 。教師應強調在大多情況下，被積函數都須

略加改動，才能成功導出積分。例如： 

 Cx
5
2x

3
4dx)xx2(xd )x2(x 2

5
2
3

2
3

+−=−=− ∫∫  

 Cx2sin
4
1x

2
1xd )x2cos1(

2
1xdx sin 2 +−=−= ∫∫  

 Cxxtanxd)1x(secxd xtan 22 +−=−= ∫∫ 等。 

  在幾何應用上，學生應瞭解一條曲線的形狀，乃取決於其在定義域內每點的

斜率，而其對應於坐標軸的位置，則決定於積分常數。由此，同一函數的兩個原

函數，最多只能相差一常數值。事實上函數 y=f(x)+C 代表著一曲線族而
y=f(x)只是該曲線族內的一員。下圖是一個例子： 

  
曲線族 

y = x2 + C 

  在物理應用上，應包括 ∫= td vs 及 ∫= td av 的公式。以下是一個例子。 
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9.3 積分法基本技巧 

 

 
 
 
 
 

  9  
  3 

 例 
一質點以 a = 4t – 3 ms−2

的加速度沿一直線移動，其中 t秒為其經過點 O後的時
間。當 t = 3時，質點的速度為 12 ms−l。求當 t = 4時質點的速度及在此 4秒內
所走的路程。 

在這個例子中，教師應引導學生觀察兩個初值條件： v = 12當 t = 3及 s = 0 (在
O點) 當 t = 0。 
(1) 代換法 
  教師應強調由於 ∫= xd )x(fF 是 x的函數而 x是 u的函數，所以 F可被 

 間接看成是u的函數，從而可求出其對 u的導數。由鏈式法則： 

  ( ) )u(g)u(gf
ud
xd

xd
Fd

ud
Fd ′=⋅=  

 所以若以u表 F，則 F為 ∫ ′ ud )u(g))u(g(f 。多樣化的例子在這兒非常有用。 

例一 
取 7x2u −= ，則 

 ∫ ∫ ⋅=
−

ud 
2
1

u

1xd 
)7x2(

1
22
 

       C
u2

1
+−=  

      C
7x2

1
+

−
−=    

例二 

取 x4u = ，則 

 ∫∫ ⋅= ud 
4
1ucosxd x4cos  

     Cusin
4
1

+=  

     
Cx4sin

4
1

+=  

學生只須了解下列公式而無需學

習代換積分法。 

∫ +
+

+
=+

+
C

)1n(a
)bax(dx)bax(

1n
n

, n≠–1 

∫ +
+

−=+ C
a

)baxcos(dx)baxsin(  

∫ +
+

=+ C
a

)baxsin(dx)baxcos(  

教師可利用微分法驗証上述公

式。  

應用 ∫ +
+

+
=+

+
C

)1n(a
)bax(dx)bax(

1n
n , n≠–1 

應用 ∫ +
+

=+ C
a

)baxsin(dx)baxcos(  
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在學生掌握技巧之後，教師可鼓勵他們省去直接寫出變量 u的步驟。故此上面兩
例題可以下列方式完成： 

  C
7x2

1
)7x2(d 

)7x2(

1
xd 

)7x2(

1
22

+
−

−
=−

−
=

− ∫∫  

 Cx4sin
4
1)x4(d x4cos

4
1xd x4cos +== ∫∫  

例三 

對於像
1x2x

x2x
2

2

+−

− 一類的被積函數，教師可引導學生進行運算如下： 

 ∫∫∫ 







−

−=
+−
−+−

=
+−

− xd 
)1x(

11xd 
1x2x

1)1x2x(xd 
1x2x

x2x
22

2

2

2

C
1x

11 +
−

+=      

                 

 

學生無須知道把此類函數化成部分分數的一般方法，但若給出擴展式，學生應能

求出各常數值，進而求解不定積分。 

(2) 三角函數的積分法 
(a) 形式如 ∫ xd nxcosmxsin ， ∫ xd nxcosmxcos  及 ∫ xd nxsinmxsin 的積分。

在處理這類積分之前，教師應與學生全面溫習半角公式、和積互化公式 

       等三角恆等式。典型的例子有∫ xd x6cosx4sin 及 ∫ xd xcos3 。 

(b) 形式如∫ xd xcosxsin nm ， ∫ xd xsecxtan nm
 
及 ∫ xd xcosec xcot nm

 的簡易積

分。積分過程不涉及代換法。 

 學生應熟識各種三角恆等式及代換法。典型例子包括∫ xd xcosxsin 22
。

∫ xd x2cos5 ， ∫ xd xsecxtan 23 ， ∫ xd x
2
1sec 4 ， ∫ xd xcotx cosec 33 等。 

  (c) 對於其他三角被積函數，例如
xcosba

1
+
；可以代換

2
xtant = 作為一般方 

  法分紹。 
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   例 
以代換

2
tant θ

= 計算 ∫ θ
θ+

d 
cos1
1 。 

教師可引導學生推出： 

 
2

2

t1

t1cos
+

−
=θ 及

2t1

td2d
+

=θ  

 直接代入原式，學生應不難導出 

 C
2

tanCttdd 
cos1
1

+
θ

=+==θ
θ+ ∫∫  

(3) 三角代換法 

這方法通常應用於 22 xa − 、 22 xa + 及 22 ax − 形式的式中，藉以消去

       符號。 

學生應知道可分別以 θ= sinax (或 θcosa )， θ= tanax 及 θ= secax 代入計

算。教師應提供適量的例題及練習幫助學生熟習技巧。典型的例子有

∫ − xd x1 2

， ∫ − xd 
x

x4
2

2

，
 ∫ −

xd 
1xx

1
23 ，及 ∫ +

xd 
x4

x2
2

3

。
 

(4) 簡易歸約公式 
分部積分法並不需要但宜給予學生簡易歸約公式作為求導逆運算的積分例

題。下列顯示其方法。 

例 

(a) 證明 xsinnxsin)1n()xcosx(sin
xd
d n2n1n −−= −−  

(b) 設 In代表積分 ∫ xd xsinn ，證明 

 2n
1n

n I
n

1n
n

xcosxsinI −
− −

+
−

=  

應用 ∫ +
+

+
=+

+
C

)1n(a
)bax(dx)bax(

1n
n , n≠–1 
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9.4 定積分 

 
 
 
 

2 

 (c) 由此計算I3及 I4。 

由於積分法是微積分學中極重要的一環，故此需要有充分的練習使學生掌握

技術。 

 利用下圖及面積的概念，定積分∫
b

a
xd )x(f 可定義為∑

=
∆ξ

n

1i
ii x)(f 的極限，即

∑∫
=→∆

∆ξ=
n

1i
i

0x

b
a

x)(flimxd )x(f ，其中
n

abx −
=∆

 

            
應明確指出定積分的簡易性質： 

(1) 0xd )x(f
a

a
=∫  

(2) ∫∫ −=
a

b
b

a
xd )x(fxd )x(f  

(3) ∫∫ =
b

a
b

a
xd )x(fkxd )x(kf  

(4) ∫∫∫ ±=±
b

a
b

a
b

a
xd )x(gxd )x(fxd )]x(g)x(f[  

(5) ∫∫∫ +=
b

c
c

a
b

a
xd )x(fxd )x(fxd )x(f  

(6) ∫ ∫=
b

a

b

a
du)u(fxd )x(f  
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9.5 定積分的計算 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

  4  
  3 

 從定積分的定義看來，這些性質都是顯見的，然而教師無須加以證明。 
 對能力較高的學生，可對以下的性質及其推論加以討論： 

 若 f連續，且在閉區間 [a, b] 內非負，則 0xd )x(f
b

a
≥∫ 。等式成立的必要條

件為對閉區間 [a, b] 內所有的 x值， 0)x(f =
 。 

推論： )x(g)x(f ≥ 蘊涵 ∫∫ ≥
b

a

b

a
dx)x(gdx)x(f  

 教師可介紹 ∫
x

a
td )t(f  為正值連續函數 )t(fy = ，t軸，直線 t = a及 t = x

所包圍的圖形的面積。並建立公式 )a(F)x(F)]t(F[td )t(f x
a

x
a

−==∫ ，其中

)x(f)x(F
xd

d
= 。應提供例子幫助學生了解該公式。 

例一 

3
41

3
12

3
2x

3
xxd )1x(

332

1

32

1

2 =









−−










−=












−=−∫  

例二 

∫ −1
0

2 xd x1 ∫
π

θθ= 20
2 d )(cos 其中 θ= sinx  

          ∫
π

θθ+= 20 d )2cos1(
2
1  

          2

0
2sin

2
1

2
1

π





 θ+θ=  

          
4
π

=  

由於代換法常被應用於定積分之計值(如上述例二)，教師應經常提醒學生代換

法。在代換被積函數的同時，積分的上下限也要相應地作出變動，至於被積函數

的值域，老師或可指出常被學生忽視的性質如 

本細項衹應用細項 9.1至 9.3所學

的技巧。 

本細項衹應用細項 9.1至 9.3所學

的技巧。 
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9.6 定積分的應用 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

  8   
  7  

  
∫∫
π

π

π

π −=
22

2 xd xcosxd xcos
 

可引進具備特殊性質的被積函數，作為有挑戰性的例子。 

例三 
sin5xcosx為奇函數，因其滿足條件 f(–x) = –f(x)。 

由此， ∫
π

π
−

2

2

5 xd xcosxsin 可寫成 

 ∫∫ π
−

π

+
0

2

52

0

5 xd xcosxsin xd xcosxsin  

  = ∫∫
ππ

− 2

0

52

0

5 xd xcosxsin xd xcosxsin  

  = 0 

也可用類似的方法透過例題介紹偶函數的積法。 

例四 

對於 ∫
π

0
xd xsinx 一類的積分，老師可先引導學生證明以下性質 

 若f(a+b-x) = f(x)，則有 

 ∫∫ −+=
b

a
b

a
xd )xba(f  xd )x(f   = ∫ −++

b
a

xd )]xba(f)x(f[  
2
1  

 及 ∫∫
+

=
b

a
b

a
xd )x(f  

2
baxd )x(xf   

然後代入 a = 0， π=b 及 f(x) = sinx，積分 ∫
π

0
xd xsinx 的值。 

  由9.4節可導出 ∫=
b

a
xd y  A 或 ∫=

d
c

yd x  A 等公式。下列兩圖有助於記憶上

述公式。 
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 教師應透過例題引導學生探討當部分曲線 )x(fy = 低於 x 軸時所發生之情

形，如下圖所示。此時， ∫
b

a
xd )x(f  只會給出由 a至 b面積的代數和。 

 
 

為了避免誤導的結果，可鼓勵學生在計算面積之前，先劃出相關的草圖。並且將

所求的面積應分為兩個部分(見上圖)，先求f(x)由 a至 c及由 c至 b的積分而後
把兩部分的絕對值相加求出所需答案。下例可用作說明。 

在計算體積時，學生祗需考慮以 x軸

或 y軸作旋轉軸的情況。 
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例 

求曲線 )3x)(1x(xy −−= 及 x軸所圍成之圖形面積。 

在例中，可要求學生自己繪出草圖。 

然後， 
12
5xd )3x)(1x(x

1

0
=−−∫  

       
3
8xd )3x)(1x(x 

3

1
−=−−∫  

由此，所需面積為 

 
12
37

3
8

12
5

=+  

       

   對於公式∫ −=
b

a
21 xd )yy(  A 及 ∫ −=

d

c
21 yd )xx(  A ，建議用 

∑
=

→∆
∆−

n

1i
i2i10x

x)yy(flim = ∫∑ =∆
=

→∆

b

a

n

1i
i

0x
xd )x(g  x)x(glim 的方法，藉以提醒學生總

和的極限及定積分之間的關係。 

例題如 y2 = 4x及 y = 2x – 4 所圍面積； xsiny = 及 xcosy = ， π≤≤ 2x0 ，所圍

面積等，可用作說明。 
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    不需要教授 ∫

θ

θ
θ=

2

1

2 d r  
2
1A

 
的公式以及當x與y同時都以第三參數 t表達的情

況。 
 可用類似的方法處理繞著坐標軸，或平行於坐標軸的直線旋轉而成 的旋轉體
及空心旋轉體的體積。學生需要學習圓盤法。對能力較高的學生，也可視情況

引進圓柱外殼法。下為一例。 

例 
求半徑為 a之球體體積。 

將球體視為一半徑為 a的圓形所產生的旋轉體。 
應用圓盤法： 

  球體體積 = ∫− π
a

a

2 xd y  
   

 

           = ∫− −π
a

a

22 xd )xa(   

           = 
3
a4 3π  

 
 
同樣亦可應用圓柱外殼法： 

  球體體積 = ∫ ⋅⋅πa
0 xdy2x2   

           = ∫ −πa
0

22 xd xax4   

           = 3a
3

4π  
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 應給予學生適量的例題。圓錐體體積、球體體積等，都是有趣的例子。 

 學生應留意到解答這類題目時，經常要找尋曲線與坐標軸、和曲線與曲線之

間的交點。為此，事先描繪各有關曲線草圖，有助於解答問題。 

例 

在圖中，曲線 x2siny = 及 xsiny = 相交於 P 
點。試求 P的坐標，並以此求陰影部分繞 x- 
軸旋轉所成旋轉體的體積。 
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