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第五章  示例 
 

 

 

 

 

 

示例一 算術中項 ≥ 幾何中項 

示例二 平面面積 

示例三 二項式定理 
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示例一： 

 

算術中項 ≥ 幾何中項  
 
 
目標：  證 明 「 算 術 中 項  ≥  幾 何 中 項 」（ 不 需 使 用 反 向 歸 納 法 ）  
 
預備知識：  (1) 數 學 歸 納 法 原 理  
   (2) 證 明 絕 對 不 等 式 的 基 本 技 巧  
 
活動內容： 

 

假 設  
n

aaaA n
n

+++
=

L21  及  n
nn aaaG

1

21 )( L= ， 其 中 na  a a ,,, 21 K 是 n 個 正 數 。

根 據《 中 學 課 程 綱 要 純 粹 數 學 科（ 高 級 程 度 ）1992》， 若 有 需 要 ， 教 師 可 利

用 反 向 歸 納 法 證 明 算 術 中 項  ≥  幾 何 中 項 。 然 而 ，「 反 向 歸 納 法 」 已 在 本 課

程 中 刪 去 。 以 下 是 證 明 此 不 等 式 的 一 些 其 他 方 法 ：  
 
方 法 一  
 11 GA =  及  22 GA ≥  明 顯 成 立 。  

假 設  kk GA ≥  是 真 確 的 ， 其 中 k 是 一 個 大 於 或 等 於 2 的 正 整 數 。  
當  1+= kn ，  
情 況 (i) 若  121 +=== kaaa L ， 則  11 ++ = kk GA  明 顯 成 立 ；  
情 況 (ii) 若  121 +ka , ,a ,a K  不 是 盡 皆 相 等，在 不 失 一 般 性 的 情 況 下，可 假

設 121 +≤≤≤ kaaa L  及  11 +< kaa .  

可 得 出  1
1

<
+k

1

G
a

 及  1
1

1 >
+

+

k

k

G
a

.  

假 設  11 += kaay 。 因 為  kk GA ≥ ， 可 得 出  

k
G

aaaak
G
a

G
a

G
yk

G
a

G
a

G
y

k k
k

kkk

k

k

kkk

k
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==⋅⋅⋅≥+++ +
+

+

++++++
1

1
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11

2
2
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2
2

1 )(
...

)()(
LL

 

在 不 等 式 左 右 兩 方 同 時 加 上  2
11

1

1

1

)( ++

+

+

−+
kk

k

k G
y

G
a

G
a

， 可 得 出  
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1
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1

1
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−++≥++++
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G
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⎛
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∵  1
1

1 <
+kG

a
， 1

1

1 >
+

+

k

k

G
a

，  ∴  011
1

1

1

1 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+

+

+ k

k

k G
a

G
a .  

因 此 ， 我 們 可 得 出  1
1

1

11

2

1

1 +>++++
+

+

+++

k
G
a

G
a

G
a

G
a

k

k

k

k

kk

L .  

∴  11 ++ > kk GA  成 立 。  

合 併 情 況 (i)及 (ii)的 結 果 ， 可 得 出  11 ++ ≥ kk GA .  

根 據 數 學 歸 納 法 原 理 ， 可 知 對 所 有 自 然 數 n， nn GA ≥  皆 成 立 。  
 
方 法 二  
 11 GA =  及  22 GA ≥  明 顯 成 立 。  

假 設  kk GA ≥  是 真 確 的 ， 其 中 k 是 一 個 大 於 或 等 於 2 的 正 整 數 。  
假 設  

444 3444 21
K

項 1

111

)k(

kkk , A, , AA
−

+++  和  1+ka  的 幾 何 中 項 及 算 術 中 項 分 別 為 M 及 L，  

則  M= kk
kk Aa

1

)( 1
11

−
++  及  L= ( )[ ]11 11

++ + kk A-ka
k

.  

利 用 歸 納 法 的 假 設  LM ≤ ， 可 得 出  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
1

11
2
1

2
1 1

1121
1

1121
1

1
1

1
kkkk k

kkk
k

kkk
k

k
k

k AaaaaAaaaaAG −
++

−
++

−
+

+
+ == LL  

( )2
1

MGk=  

( )MGk +≤
2
1  

( )LAk +≤
2
1   (由 於 kk AG ≤  和  LM ≤ ) 

( )[ ]}11{
2
1

11 ++ ++= kkk A-ka
k

A  

( ) }1{
2
1

11 ++ ++= kkk A-kkAa
k

.  

( ) }11{(
2
1

11 ++ ++= kk A-k)Ak
k

 

1+= kA  

即  k
k

k
k

k
k AAG 2

1
1

1
1

1 )()()( +
−

+
+

+ ≤  

∴ 11 ++ ≤ kk AG  成 立 。  

根 據 數 學 歸 納 法 原 理 ， 可 知 對 所 有 自 然 數 n， nn GA ≥  皆 成 立 。  
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方 法 三  
 11 GA =  及  22 GA ≥  明 顯 成 立 。  

假 設  kk GA ≥  是 真 確 的 ， 其 中 k 是 一 個 大 於 或 等 於 2 的 正 整 數 。  
當  1+= kn ,   
情 況 (i) 若  121 +=== kaaa L ， 則  11 ++ = kk GA  明 顯 成 立 ；  

情 況 (ii) 若 121 +ka , ,a ,a K 不 是 盡 皆 相 等 ， 在 不 失 一 般 性 的 情 況 下 ， 可 假 設  

121 +≤≤≤ kaaa L  及  11 +< kaa .  

因 為  kk GA ≥ ， 可 得 出  

121121 ++ +≥++++ k
k

kkk aaaakaaaa LL  

11
1

121 1
)( ++

+

+
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= kk k

k

k a
a

aaak L

 

1
1 )1( +
+ += k

k akr  

其 中 1
1

121)1(

)(
...

+
+

++ = k
k

kkk

a
aaar 及  1)1( <+kkr  並 且 0>r .  

因 為  10 )1( << +kkr ， 則 10 << r  及  rrrrrr kkk <<<<<< −− 2321 ...... .  

因 為  k

k

kkkk
k

rkrrrrr
r

r )1(......1
1

1

 )1(

1

+=+++>+++=
−
−

+

+

44 344 21
項

，  

∴  )1()1(1 1 rrkr kk −+>− + .  
 
從 而 ， 我 們 可 得 出  kkk rkrkr )1()1(1 11 +>++− ++ 。  
∴  kk rkkr )1(11 +>++  

因 為  1
1

121 )1( +
+

+ +≥++++ k
k

kk akraaaa L  

∴ 1121 )1( ++ +>++++ k
k

kk arkaaaa L  

11 1
1

121

)(
)1( ++

+
+

++= kk k
k

k a
a

aaak L

 

1
121)1( +
++= k

kkaaaak L  
∴  11 ++ > kk GA  成 立 。  

合 併 情 況 (i)及 (ii)的 結 果 ， 可 得 出  11 ++ ≥ kk GA .  

根 據 數 學 歸 納 法 原 理 ， 可 知 對 所 有 自 然 數 n， nn GA ≥  皆 成 立 。  
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方 法 四  
 11 GA =  及  22 GA ≥  明 顯 成 立 。  

假 設  kk GA ≥  是 真 確 的 ， 其 中 k 是 一 個 大 於 或 等 於 2 的 正 整 數 。  
當  1+= kn ,   
情 況 (i) 若  121 +==== kk aaaa L ， 則  11 ++ = kk GA  明 顯 成 立 ；  

情 況 (ii) 若  121 +ka , ,a ,a K  不 是 盡 皆 相 等 ， 在 不 失 一 般 性 的 情 況 下 ， 可 假

設 121 +≤≤≤ kaaa L  及  11 +< kaa .  

由 此 可 推 得  k
k

k1k Gaaaa =>+ L21 ， 即  01 >−+ kk Ga 。  

利 用 歸 納 法 的 假 設 ，  

( )

1

1

1

1
1

1

1

1

1211

+
−

+=

+
+

≥

+
+

=

++++
+

=

+

+

+

++

k
GaG

k
akG

k
akA

aaaa
k

A

kk
k

kk

kk

kkk L

 

利 用 二 項 式 定 理 ， 可 得 出  

1
11

1 1
)

+
++

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+≥
k

kk
k

k
k k

GaG(A
 

( ) L+
+
−

++= ++ )
1

()(1)( 11

k
GaGkG kkk

k
k

k    （ 所 有 項 皆 為 正 數 ）  

( )kk
k

k
k

k GaGG −+> +
+

1
1 )()(  

1)( += k
k

k aG  

1
1)( +
+= k

kG  

∴ 11 ++ > kk GA  成 立 。  

合 併 情 況 (i)及 (ii)的 結 果 ， 可 得 出  11 ++ ≥ kk GA .  

根 據 數 學 歸 納 法 原 理 ， 可 知 對 所 有 自 然 數 n， nn GA ≥  皆 成 立 。  



 28 

示例二： 
 

平面面積  
 
 
目 標 ：  證 明 參 數 方 程 x=x(t),  y=y(t)表 示 的 曲 線 及 直 線 OA、 OB 所 包 圍

的 面 積 是  ∫ −
1

0

d)
d
d

d
d(

2
1 t

t
t

t
xy

t
yx   ……………(*) 

其 中 t0 及  t1 分 別 為 曲 線 上 A 點 和 B 點 的 參 數 。  
 
預 備 知 識 ： (1) 應 用 定 積 分 在 笛 卡 兒 坐 標 系 中 找 出 曲 線 下 的 面 積  

(2) 積 分 基 本 定 理  
 
活 動 內 容 ：  
 
部 份 教 師 習 慣 利 用 極 坐 標 系 統 的 方 法 去 證 明 上 述 公 式 (*)。 當 曲 線 以 極 方 程

)(θfr = 表 示 ， 則 曲 線 與 兩 條 半 徑 αθ = 、 βθ = 所 包 圍 的 面 積 為 ∫
β

α
θd

2
1 2r 。  

公 式 (*) 可 由 ∫
β

α
θd

2
1 2r  容 易 導 出 。 有 關 極 坐 標 系 統 的 內 容 已 從 本 課 程 刪

除 。 下 面 提 出 一 個 (*) 的 證 明 方 法 供 教 師 參 考 ：  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
上 圖 是 一 條 以 參 數 方 程 x=x(t),  y=y(t) 表 示 的 曲 線。t0 及  t1 分 別 為 曲 線 上

A 點 和 B 點 的 參 數 。 在 不 失 一 般 性 的 情 況 下 ， 可 假 設 當 t 值 增 加 時 ， 曲 線

是 連 續 及 以 逆 時 針 方 向 變 化 的 。  
 

O 

B(t1)

A(t0)

C D
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有 陰 影 部 分 的 面 積  = ∆BOC 的 面 積  + ABCD 的 面 積  −  ∆AOD 的 面 積  

     =
2

)()(d
2

)()( 0011
0

1

tytxxytytx tt

tt
−+ ∫

=

=
 

     =
2

)()(d)(')(
2

)()( 0011
0

1

tytxttxtytytx t

t
−+ ∫  

     = ∫−−
1

0

d)(')()]()()()([
2
1

0011

t

t
ttxtytytxtytx  

利 用 積 分 的 第 二 基 本 定 理 （ 見 附 錄 二 第 67 頁 ）  

可 得 出  ∫
=

=
=−

1

0

)]()([d)()()()( 0011

tt

tt
tytxtytxtytx .  

因 此 ， 有 陰 影 部 分 的 面 積  = ∫∫ −
=

=

1

0

1

0

d)(')()]()([d
2
1 t

t

tt

tt
ttxtytytx  

       = ∫∫ −+
1

0

1

0

d)(')(d)]()(')(')([
2
1 t

t

t

t
ttxtyttytxtytx  

       = ∫ −
1

0

d)]()(')(')([
2
1 t

t
ttytxtytx  

       = ∫ −
1

0

d]
d
d

d
d[

2
1 t

t
t

t
xy

t
yx  

 

參 數 方 程 x=x(t)、y=y(t)、直 線 OA 及 OB 所 包 圍 的 面 積 是 ∫ −
1

0

d]
d
d

d
d[

2
1 t

t
t

t
xy

t
yx .  
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示例三： 
 

二項式定理  
 
 
目 標 ：  證 明 正 整 指 數 的 二 項 式 定 理  
 
預 備 知 識 ：  實 係 數 多 項 式 方 程 的 根 與 其 係 數 的 關 係  
 
活 動 內 容 ：  
 
大 部 份 教 師 會 應 用 數 學 歸 納 法 原 理 去 證 明 正 整 指 數 的 二 項 式 定 理 。 以 下 是

另 下 一 個 方 法 去 證 明 ， 對 任 意 正 整 數 n，  

nn
n

nn
n

rrnn
r

nnnnnnn bCabCbaCbaCbaCaCba +++++++=+ −
−

−−− 1
1

22
2

1
10 ............)( .  

 
假 設  01

1
1 ......)( axaxaxaxabx k

k
n

n
n

n
n ++++++=+ −

− ，其 中  nn aaaa ,...,,, 110 −  皆

為 實 數 ，  

因 為 方 程  0)( =+ nbx  有  n  個 重 根  x=−b，  

方 程 0...... 01
1

1 =++++++ −
− axaxaxaxa k

k
n

n
n

n  有 n  個 根  nn xxxx ,...,,, 121 −  並

且  bxxxx nn −===== −121 ... .  
 

利 用 實 係 數 多 項 式 方 程 的 根 與 其 係 數 的 關 係 ， 可 得 出  

n

n
n a

axxx 1
21 ...... −−=+++

,  

n

n
nn a

axxxxxx 2
13121 ...... −
− =+++

,  

n

n
nnn a

axxxxxxxxx 3
12421321 ...... −
−− −=+++

,  
… … … 

n

knk
nknknkk a

axxxxxxxxx −
+−+−+ −=+++ )1(............... 2112121

,  
… … … 

n

n
n a

axxx 0
21 )1(... −=

.  

在 上 面 第 k 條 等 式 中 ， 左 方 每 一 項 都 是 k 個 x i 相 乘 。  

因 為 bxxxx nn −===== −121 ... ，  
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∴   
n

knkn
k

k

a
aCb −−=− )1()( .  

因 為  an  是 二 項 式  (x+b)n 展 開 後 xn  的 係 數 ， 可 知  an=1，  

∴   kn
kkn bCa =−   ( k =1, 2, ……, n).  

換 句 話 說 ， n
n Ca 01== ,  bCa n

n 11 =− ,  ……, kn
kkn bCa =− ,  ……, nn

n bCa =0  

01
2

2
1

1 ......)( axaxaxaxaxabx k
k

n
n

n
n

n
n

n +++++++=+∴ −
−

−
−  

nn
n

nn
n

kknn
kn

nnnnnn bCxbCxbCxbCbxCxC +++++++= −
−

−
−

−− 1
1

22
2

1
10 ...... .  

以  x=a 代 入 ， 可 得 出  

nn
n

nn
n

kknn
kn

nnnnnnn bCabCabCabCbaCaCba +++++++=+ −
−

−
−

−− 1
1

22
2

1
10 ......)(  

nn
n

nn
n

knkn
kn

nnnnnn bCabCbaCbaCbaCaC +++++++= −
−

−
−

−− 1
1

22
2

1
10 ...... .  

 




