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上列的連詞是一可行的辨法，惟在講解條件式和雙條件式時，重點的説明宜置於「若且」

及「若且僅若」的形態，務使學生能充份掌握這兩種廣泛出現於數學研習中的概念。在施

教時，教師應提供足夠的相關的生活化事例以助説明，而學生亦應能相對地提供例子以

強化學習。整體來説，以課堂的討論形式來引入這些概念的方法比透過純理論的分析方

法更為值得注重。 

  為着加強學生對於「充份條件」、「必要條件」和「充要條件」的認知，教師宜就下開所

提供的兩命題例子與學生作課堂的討論和探索，從而了解何種條件適用於該等例句中：

(1) x 和 y 均為整數；xy 為整數。 
(2) x 和 y 均為偶數；x + y 為偶數。 
(3) x 和 y 均為偶數；x + y 及 xy 均為偶數。 
(4) 方程 ax2 + bx + c = 0 有等根；b2−4ac = 0  

再者，教師亦應將 
 ( ) ( )p~ q~qp →≡→ （逆反命題） 

的意義運用上列的例句詳加説明和演繹。同時亦可提供一些運用反證法(歸謬法)的論證

來作示範，以資鞏固。其中證明 2 為無理數者尤為常用的例子。  
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 單元 A2：函數 
特定目標： 
1.   將函數作為學習其他數學單元的基本工具。 
2.   繪畫及描述不同的函數。 

 
內容 時間 

分配 
教學建議 

13 

2.1    函數及其圖像 
 
 
 
 
 
 
 

2.2    函數的性質及運算 
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   應教導學生認識清楚函數的定義，但函數的嚴格定義可不需深究，並可採用下列方

式來説明函數的定義： 
  BA:f → ，f 為一由 A 至 B 的函數 

 
假若 A 集中的每一元素均以某種方式匹配 B 集的唯一元素。A 集稱為 f 的定義域，B 集稱

為 f 的值域。因函數 f 關係而對應於A集中元素 x 的 B集元素，通常用 f(x)表示，並稱為 x
在函數 f 下的像。f [A]則稱為 A 集在函數 f 下的像點集。在此，真值函數的意義須特別強

調，因為它們在本課程的其他單元中有廣泛使用，學生並須懂得如何繪畫函數的圖像。  
 
  學生應該清楚知道內射、滿射和對射函數的定義，並能將它們分辨和將它們應用於

解答有關問題。教師可採用下列提供的方法： 
        函數 BA:f → 為 
 

(i) 內射(一個對一個)若且僅若對集 A 中的元素 a1、a2，a1 ≠ a2 蘊涵 f(a1) ≠ f(a2)，或

者等價地，f(a1) = f(a2) 蘊涵 a1 = a2； 
(ii) 滿射若且僅若 f[A] = B； 

( B 集之中的每一元素均為 A 集之中某一元素的像點。) 
(iii) 對射(一一對應)若且僅若 f 為一內射和滿射函數。 

 
此時，教師應該已替學生在反函數 f−1 的定義做好了預備，並可以推論出下列性質： 
f 為一對射函數若且僅若其反函數 f−1 存在。 
 
再者，函數與其反函數(如存在的話) 的圖像僅為直綫 y = x 上的反射。這個性質應利

用足夠的例子來加以説明。 
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  學生應懂得分辨奇函數、偶函數、週期函數、遞増和遞減函數。對於這些函數，應

給予學生清楚的定義。至於遞増和遞減函數的定義，在未曽學習微分法之前，可採納以

下提供的定義： 
(i) f(x) 為一遞増函數(嚴格遞増)若且僅若 x2

 > x1 蘊涵 f(x2) ≥ f(x1) ((f(x2) > f(x1))；
(ii) f(x) 為一遞減函數(嚴格遞減)若且僅若 x2

 > x1 蘊涵 f(x2) ≤ f(x1) ((f(x2) < f(x1))。

 f(x) 是嚴格遞増 f(x) 是嚴格遞減 
 

        
  這些性質對繪畫曲綫和計算定積分均甚為有用。 

 
  對於函數的運算，教師應與學生討論下列各點：設 f、g 為函數，則 f +g、f −g、f × g
及 f/g (在考慮範圍下的所有 x，g(x) ≠ 0) 均為函數。 
   
  至於複合函數，因為它們在微分學中對學習鏈式法則極為重要，故需要給予學生足

夠的例子，以便他們能夠掌握複合函數的概念。教師可引用以下例子，並列舉其他真值

函數的例子作為解釋。 
 
  若函數 BA:f → 及 CB:g → 則 f 與 g 的複合函數為 CA:fg →o 及對 A 集內所有元素

x， ))x(f(g)x(fg =o 。 
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2.3     代數函數 
 
 
 
 
 
 
2.4     三角函數及其公式 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2 
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  學生應對下列的代數函數有所認識： 

(a) 多項式函數； 
(b) 有理函數 ； 
(c) 冪函數 xα

，其中α 為有理數； 
(d) 由上述各函數的加、減、乘、除和複合而成的其他代數函數、例如 1x 2 + 。

 
  學生應懂得繪畫六個三角函數及其反函數的圖像。下列有關三角函數的基本關係應

與學生詳細討論： 
  sin2 θ +cos2θ = 1 
   tan2 θ +1 = sec2 θ  
   cot2 θ +1 = cosec2 θ 

學生並應懂得三角函數在 ±
2

n( π
θ )時的化簡 (當 n 為奇數或偶數)。其餘有關的應用和

公式亦應一併教授。 
 

(1) 複角公式 
BsinAcosBcosAsin)BAsin( ±=±  
BsinAsinBcosAcos)BAcos( m=±  

tanAtanB1
tanBtanAB)tan(A

m
±=±  
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(2) 倍角公式 

AcosAsin2A2sin =  

AsinAcosA2cos 22 −=  

   1Acos2 2 −=  

   Asin21 2−=  

Atan1
Atan2A2tan 2−

=  

Asin4Asin3A3sin 3−=  

Acos3Acos4A3cos 3 −=  

Atan31
AtanAtan3A3tan 2

3

−
−=  

 
(3) 半角公式 

)Acos1(
2
1

2
Asin2 −=  

)Acos1(
2
1

2
Acos2 +=  

2t1
t2     Asin

+
= ； 2

2

t1
t1Acos

+
−=  

  其中
2
Atant ≡  

 
(4) 和及積公式 

2
BAcos

2
BAsin2BsinAsin −+=+  

2
BAsin

2
BAcos2BsinAsin −+=−  

2
BAcos

2
BAcos2BcosAcos −+

=+  
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2.5    指數函數及對數函數 
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2

ABsin
2

BAsin2BcosAcos −+
=−  

    ))BAsin()BA(sin(
2
1BcosAsin −++=  

    ))BAsin()BA(sin(
2
1BsinAcos −−+=  

    ))BAcos()BA(cos(
2
1BcosAcos −++=  

    ))BAcos()BA(cos(
2
1BsinAsin +−−=  

 

  其實；大部份公式均為基本定義的引申，故此教師應鼓勵學生將它們證明出來，並

討論將數式 a cos x + b sin x 轉變為 r sin(x +α) 或 r cos(x +β)的方法。將上述各個公式應

用在恒等式的證明和計算三角方程式的解亦應包括在課程內。 
 
  學生應對指數函數和對數函數之間互為反函數的關係有所認識。對數的定義需加以

温習： 

  yxloga = 若且僅若 yax = 其中 a > 0 和 a ≠ 1。 

對於包含有變數 x 的對數函數，學生應知道它們其實祇是 logx 或函數 f(x)的對數函數而

已。例如： 2
10 )x(log 和 )xtan1(loge + 等。 

對數函數的一些特性應加以學習。 
  設 xlog)x(f a= ，其中 a > 0 和 a ≠ 1； 

(i) f(x) 衹在 x > 0 上能夠定義； 
(ii) 當 a > 1 時，f(x)是一遞増函數，而當 0 < a < 1 時，f(x)是一遞減函數； 

(iii) 當 b、c > 0 及 1b ≠ ，
alog
clogclog

b

b
a = ； 

(iv) 1alog)a(f a == ； 

(v) 01log)1(f a == 。 
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    對於指數函數，應教導學生相應的處理方法。設 a 為一正常數和 x 為一變數，則函數

ax 為一指數函數。其特性為： 
  設 f(x) = ax   其中 a > 0 和 1a ≠ ， 

(i) f(x) 對所有實數均可定義； 
(ii) 當 a > 1 時，f(x)為遞増函數而當 0 < a < 1，f(x)則為遞減函數； 

(iii) f(0) = a0 =1。 
  學生應懂得繪畫下列圖像： 

(i) 對數函數 
  xlog)x(f a=   當 a > 1 和 0 < a < 1 

(ii) 指數函數  當 a > 1 和 0 < a < 1 

  在此時，教師可引領學生去擴闊他們在對數函數和指數函數的認識。 

(i) e
x
1

1lim
x

x
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞→
 

(ii) ( ) eh1lim h
1

0h
=+

→
和 

(iii) dt
t
1xlog

x 

1 
e ∫= 。 

［請注意 (iii) 僅為對數函數的另一定義而已， xloge 可寫為 xnl ］ 
對數函數和指數函數的性質應予討論。  
 對數函數 xlog)x(f a=  其中 a > 0， 1a ≠ ， 

(i) )xy(f)y(f)x(f =+  

(ii) )
y
x(f)y(f)x(f =−  

(iii) )x(nf)x(f n =  
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指數函數 xa)x(g =  其中 a > 0 

(i) )y(g)x(g)yx(g ⋅=+  

(ii) 
)y(g
)x(g)yx(g =−  

(iii) n))x(g()nx(g =  

至於函數 xe 和 xnl 在學習數學時的重要性應加以指出。 
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