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單元 B1：序列、級數及其極限 
特定目標： 

1. 學習序列和級數的概念。 
2. 認識序列和級數的極限的直觀概念。 
3. 認識無窮序列和無窮級數的特性。 
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1.1    序列及級數 
 

 
6 

 
序列和級數的概念應該清楚地提出。下列的介紹方法可供參考︰ 

  若 an為對應正整數 n 可定義的函數，其數值 a1，a2，a3，…an，…則可組合成一序列。

至於該序列為有限或無限則須視乎項數是有限或無限。再者， ...a...aa n21 ++++ 則稱為

級數。至於該級數為有限或無限必須視乎其所包括的數目而定。下列為常用記法：     

  ∑
=

=
n

1r
rn aS  或∑

n

1
ra               

  有關序列和級數的簡易運算及法則應予介紹。為方便起見，序列 a1，a2，a3，…和 b1

，b2，b3…可用{ai}和{bi}表示，則 
(i) {ai} ± {bi} = {ai ± bi} 

(ii) λ{ai} = {λai} 
亦即，可涉及項與項之間的運算概念。 

  對級數求和法，可參考下列方法： 
(1) 數學歸納法：本課程中單元 A3 已有提及。 
(2) 求差方法：教師應強調級數中第 r 項可寫為 f(r + 1)及 f(r)之差，其中 f( x)為 x 的

函數。即 
若  a r  =  f ( r + 1 ) – f ( r )  

則∑
n

1
ra = [ ]∑ −+

n

1
)r(f)1r(f   

               = f(n+1) – f(1)  

  ∑
+

n

1 )1r(r
1 及∑ +

n

1
)1r(r 就是其中一些典型例子。 
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1.2   序列及級數的極限 
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  若級數的項是可以用下列遞推關係表達的話： 
  1rr aa −− = f(r) 或 

  2r1rr BaAaa −− +=        
以下是找出 ar 的解的方法：（特別適用於後者） 
  設α、β為輔助方程 BA2 += λλ 的根， 

(i) 若α ≠ β，則 r
2

r
1r kka βα +=  

(ii) 若α = β，則 r
21r )rkk(a α+=  

其中 1k 和 2k 為待定常數。   
 
  序列的極限概念應以直觀方式教授，下列方式可作參考： 
  設 a1，a2，…，an，…為一序列，對一任意大的數值 n，則 an與一常數 l  的差為一

任意小的正數，我們亦可以寫為 
當 ∞→n  時 l→na ，或 l=

∞→
n

n
alim 。 

 
  教師應同時強調下列各點： 

(i) l  稱為該序列的極限。 
(ii) 若極限 l  是存在的話，則必是唯一的極限。   

(iii) 該序列在 l  收歛，或該收歛序列的極限為 l。 
(iv) 若一序列並不收歛於任何極限，則稱為發散序列。 

 
  並應提供充足的收歛和發散序列的例子以作説明。此等例子如下： 

(1) 1alim n
1

n
=

∞→
，其中 a > 0。 

(2) 序列
n

nsin
a 2

1

n
π

= 收歛於極限 0。 

(3) 發散序列 { } n)1(1a n
n −+= 。 

(4) 振動發散序列 )
n
11()1(a n

n +−= 。 
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 注意：序列可分為收歛，發散(至 +∞ 或 −∞ )或振動（並不收歛或發散至 +∞或 −∞ ）

不同類別。 
 
  收歛序列的一般性質亦應與學生討論： 
  設 a1，a2，a3，…，an，… 和 b1，b2，b3，…，bn，…為收歛序列，其極限分別為 a
和 b，則下列序列亦具收歛性質。 

(i) λa1，λa2，λa3，…. 收歛於 λa，其中 λ為一常數。 
(ii) a1 + b1，a2 + b2，a3 + b3，… 收歛於 a + b 。 

(iii) a1 b1，a2 b2，a3 b3，…收歛於 ab。 

(iv) 
1

1

b
a

，
2

2

b
a

，
3

3

b
a

，…收歛
b
a ，假若 b ≠ 0。 

 
  最後學生應在老師指導下認識到下列因果關係： 

(i) 設收歛序列 a1，a2，a3，…的極限為 a， 
則 aalimalim n

n
kn

n
==

∞→
+

∞→
，其中 k 為一正整數。 

(ii) 設 a1，a2，a3，…和 b1，b2，b3，…為兩收歛序列，其極限同為 l；而若另一

序列 c1，c2，c3，…，其中當 i > k，k 為一正整數，ai ≤ ci ≤ bi，則 c1，c2，c3，

…亦為收歛，而且其極限亦是 l。該性質通常稱為迫近定理，教師可將單調序

列和有界序列加以介紹，以便擴闊學生對序列的認識。 
 
  至於無窮級數方面，教師可用類似如下的處理方法： 

(1) 收歛概念 

若 Sulim
n

1
i

n
=∑

∞→
存在，則級數 u 1  +  u 2  +  u 3  +  …為收歛，並且可稱 S 為級數的

總和。若用 S 表示 u 1  +  u 2  +  …+  u n，則其結果可寫成為： 
    當 ∞→n 時， SSn → 或 SSlim n

n
=

∞→
(S n = u 1 +u 2  + …+ u n 通常稱為第 n 個的部份

和）在類似情況下，教師可選擇引入發散和振動的概念。 
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1.3    序列及級數的收歛性 
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(2) 收歛級數的性質 

若 u 1 +u 2 +u 3 +…的極限為 S 和 v1 +v 2 + v 3 + …的極限為 S’ 則 
(a) λu 1 +λu 2 +λu 3 +…收歛於 λS， λ為一常數； 
(b) (u 1 +  v1 )+ (u 2 + v 2 )+ (u 3 +v 3 )+ ……收歛於 S + S’； 
(c) 若 u 1 + u 2 +u 3 + …收歛，則 0ulim n

n
=

∞→
。 

 
 
  介紹收歛序列的特性，如 

(i) 收歛序列為有界 
(ii) 單調而有界的序列為收歛 

 
  此外，一些典型的收歛序列和發散序列亦應加以討論，並以下列之實例説明計算序

列極限的方法。 
  (A) 收歛序列 

(i) n
n xa = ，設 | x | < 1 

(ii) n
n na =  

(iii) 
!n

xa
n

n =  

 
  (B) 收歛級數 

(i) ...rrr 32 +++ ，設 | r | < 1 

(ii) ...
321

1
21

1
1
11 +

⋅⋅
+

⋅
++  

(iii) ...
!3

1
!2

1
!1

11 ++++  

(iv) ...
4
1

3
1

2
11 +−+−  
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  (C) 發散級數 

(i) Σ
n
1  

(ii) Σ n)
n
11( −  

(iii) Σ
n

1  

          
  此方法應包括迫近定理的典型應用例題，但毋須對收歛性的測試再作深究。 

52    

   

單元 B2：極限、連續性及可微性 
特定目標： 

1. 理解函數的極限的直觀概念。 
2. 理解函數的連續性及可微性的直觀概念。 
3. 認識極限作為微積分的基本概念。 
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2.1    函數的極限 

 

 
5 

 
  函數的極限應以直觀方式介紹。其實，在 x = a 時，函數 y = f (x)的極限概念應與序列

的極限概念連繫起來。當自變量經過一收歛序列{xn}(横坐標序列)，其極限為 a 時，則可

考慮其直坐標序列{f(xn)}。故此當{xn}趨近 a 時，則 { f(xn)}趨近一有限值 l  之情況，應

可清楚而明確地表達，即是 

  若 ax → 則 l→)x(f 或 l=
→

)x(flim
ax

  

  部份教師可能會將重點放在當 x 與 a 為相當接近時，則 f(x)與 l之間的差異可以任意

的小的概念上，從而強化當 ax → 時， l→)x(f 的理解。 

  但必須向學生指出，函數值 f(a) 的存在，並不能引申為極限 )x(flim
ax→

的存在及等於

f(a)，緃使在一般情況下可成立。教師可參考下列例子： 

  { 0x當0
0x當1)x(f =

≠=  

這裹 f(0) = 0 和 1)x(flim
0x

=
→

 

  自變量趨近極限 a 的途徑應加以注意：當 x 的值是由左至右増加時，函數的極限稱為左

方極限，以 )x(flim
ax −→

表示；當 x 的值是由右至左遞減時，極限稱為右方極限，以 )x(flim
ax +→

表示。 
 
由此，教師不難引導學生理解當 ax → 時，函數 f(x)的極限存在當且僅當其左方極限和右

方極限相等。至於對極限作更廣泛理解，教師應討論 ∞→x 的情況，使學生再一次明白當

x 趨於一足夠大的數時，f(x)與 l  的的差異可任意的小，並表為 l=
→∞

)x(flim
x

。 




